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Me llama la ilustre Academia a ocupar un sillén que ocupa-
ron antes hombres tan destacados por sus capacidades inte-
lectuales como por su amor al trabajo bien hecho y al pro-
greso. Uno de ellos fue don José de Echegaray, que en su dis-
curso de recepcion en la Academia hace casi siglo y medio
(1866) comenzaba asi: “La honra que de esta muy respeta-
ble Academia he recibido, honra tan superior 4 mis méritos,
si méritos hay en mi...”
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Figura: D. José de Echegaray.
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Figura: D. P. Puig Adam, D. E. Terradas y D. G. Millan
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Matematicas y ciencia

Era el siglo X VII, siglo afortunado para algunos paises vecinos nuestros,
y la Ciencia nace

Figura: Francis Bacon, Galileo Galilei y René Descartes

en Inglaterra, Francia e Italia,...
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El Codigo Matematico de la Naturaleza

“La filosofia e scritta in questo grandissimo libro che conti-
nuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi (io dico I’universo),
ma non si puo intendere se pnma non s’impara a intender la
lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali ¢ scritto. Egli e scrit-
to in lingua matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, ed
altre figure geometriche, senza i quali mezzi ¢ impossibile a
intenderne umanamente parola; senza questi € un aggirarsi
vanamente per un oscuro laberinto. ”

Galileo Galilei, Il Saggiatore, Cap. VI

€
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Epoca de gigantes

... junto con Alemania y Suiza

Figura: Gottfried Leibniz, Sir Isaac Newton y Leonhard Euler

“On the shoulders of giants”
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La gran Francia

Figura: Joseph-Louis Lagrange y Pierre Simon de Laplace

Le Siécle des Lumiéres

€
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Senderos de la Ciencia

Jorge Luis Borges nos leg6 la imagen de los senderos que bifurcan. La
ciencia es una especie de “jardin de senderos que se bifurcan” y cada
uno lleva a una sucesion de mundos insospechados.

La ciencia es una especie de “jardin de senderos que se bifurcan” y cada
uno lleva a una sucesién de mundos insospechados. Nosotros seguire-
mos los senderos que parten del Laplaciano.

€
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Senderos de la Ciencia

Jorge Luis Borges nos leg6 la imagen de los senderos que bifurcan. La
ciencia es una especie de “jardin de senderos que se bifurcan” y cada
uno lleva a una sucesion de mundos insospechados.

La ciencia es una especie de “jardin de senderos que se bifurcan” y cada
uno lleva a una sucesién de mundos insospechados. Nosotros seguire-
mos los senderos que parten del Laplaciano.

Isaac Newton dijo de su papel y de la vastedad de lo desconocido:

To myself I seem to have been only like a boy playing on the sea-shore,
and diverting myself in now and then finding a smoother pebble or a
prettier shell than ordinary, whilst the great ocean of truth lay all undis-
covered before me.
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11

El Amigo Laplaciano
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El Operador Laplaciano

Foérmula

Au) = e + Uyy + Uz (1)

Recibe su nombre en honor al gran matemaético y astronomo francés Pie-
rre Simon de Laplace que, un siglo después de los hallazgos de Newton
y junto con Siméon Denis Poisson (1781-1840), utiliz6 este operador
en sus estudios de mecanica gravitatoria para describir la relacioén en-
tre una distribucion de masas en el espacio p(x,y,z) y el gravitatorio
que crean, que denotaremos por U(x, y, z). La memoria de Laplace es de
1784, y es de cdmodo acceso en las obras completas de Laplace publi-
cadas hacia 1800.

Se tiene entonces que A(U) = —cp.

Sucedié un siglo después de Newton. La relacion entre Laplace y New-
ton iba a dar grandes frutos.
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Operador funcional

Simbolo habitual hoy dia para el operador de Laplace es A,

También el mas esotérico V?
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Operador funcional

Simbolo habitual hoy dia para el operador de Laplace es A,

También el mas esotérico V?

El Laplaciano es un operador funcional, transforma funciones en fun-
ciones

AP +y* 4+ 7)) =6, Ae"+5) = ¢,
Assin(wx) = —w? sin(wx),

Asin(wx) cos(puy) = —(w?* + p?) sin(wx) cos(py),
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Operador funcional

Simbolo habitual hoy dia para el operador de Laplace es A,

También el mas esotérico V?

El Laplaciano es un operador funcional, transforma funciones en fun-
ciones

A(X* 4y +7) =6, Ae"+5) = ¢,
Assin(wx) = —w? sin(wx),
Asin(wx) cos(puy) = —(w?* + p?) sin(wx) cos(py),

A =y) =0,  Alxyz)=0.

(9]
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Las Funciones armonicas
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Las Funciones armonicas

En las regiones del espacio sin masas el potencial gravitatorio satisface
la ecuacion

Au = Uy + tyy +u;, =0, (2)

que es la llamada ecuacion de Laplace, la ecuacion mas famosa del Mun-
do Laplaciano, pero ni mucho menos la tnica. Acufiada en 1813. Tam-
bién reina en la Fisica Matematica.

(Y]
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Las Funciones armonicas

En las regiones del espacio sin masas el potencial gravitatorio satisface
la ecuacion

Au = Uy + tyy +u;, =0, (2)

que es la llamada ecuacion de Laplace, la ecuacion mas famosa del Mun-
do Laplaciano, pero ni mucho menos la tnica. Acufiada en 1813. Tam-
bién reina en la Fisica Matematica.

Una funcién que cumple esta ecuacion se llama arménica. Son una de
las clases de funciones mas hermosas de la ciencia y fuente de inspi-
racion desde entonces a hoy. Viven perfectamente tanto en la teoria de
fisicos y matematicos como en las aplicaciones de la ingenieria.
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En el mundo creado alrededor de la A
se desarrolla la Cultura Laplaciana.
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En el mundo creado alrededor de la A
se desarrolla la Cultura Laplaciana.

Muchos matematicos (y no pocos fisicos e ingenieros)
vivimos en ese mundo.

(9]
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En el mundo creado alrededor de la A
se desarrolla la Cultura Laplaciana.

Muchos matematicos (y no pocos fisicos e ingenieros)
vivimos en ese mundo.

Somos “seguidores del Laplaciano™.

(9]
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Preliminares. Geometria y Laplaciano

Las derivadas miden la pendiente o inclinacion
He aqui las formulas en que arranca el Calculo

vy e SR —fx) . Af
fx) = }ll—rf(l) h Alx—>0 Ax’
. Y(x+h)—yx) dy
ym h = dx

con unos misteriosos dy y dx, de modo que

dy = f'(x)dx, y—/f Jdx + ¢

Everything should be made as simple as possible,
but not simpler, Albert Einstein, 1933

Lo
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Geometria y Laplaciano

of
i S S ——(a,b]
Line has glope = (a,b)
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Fig 1

Figura: Derivadas en 1 o dos variables

Las derivadas segundas miden la concavidad o convexidad

El Laplaciano mide la convexidad media.
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Superficies armoénicas
Superficies de convexidad media cero; 7 = x> — y?

-1-08 ~04 1 02040608
/=02y “TNY
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Cuestion de fondo sobre Geometria y Fisica

Por qué diablos va a ser importante la convexidad para comprender la
Naturaleza.

Por qué precisamente el laplaciano y no otra ensalada de derivadas.
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Caminos del siglo XIX

Vuelta al campo gravitatorio. Laplace and Poisson

U es el campo gravitatorio, p es la densidad de una masa continua (pen-
sar en una galaxia)

AU=0, AU+ p=0.

J L Vazquez (Universidad Auténoma de Madrid)

Senderos de la Ciencia @ 23/55



23

Caminos del siglo XIX
Vuelta al campo gravitatorio. Laplace and Poisson

U es el campo gravitatorio, p es la densidad de una masa continua (pen-
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AU = 0, AU+ p=0.
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divE = cp, E = grad U,
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Caminos del siglo XIX

Vuelta al campo gravitatorio. Laplace and Poisson

U es el campo gravitatorio, p es la densidad de una masa continua (pen-
sar en una galaxia)

AU = 0, AU+ p=0.
El campo eléctrico
divE = cp, E = grad U,

donde E campo eléctrico, p distribucion de cargas eléctricas (+ signo)
Nuevos operadores. divergencia V- y gradiente V:

div - grad = A

Notable. La ecuacidn es la misma, solo cambiar “gravitatorio” por “eléctri-
co”. Y admitir signos mds y menos. Y pensar en otra rama de la Natura-
leza. El poder de la analogia, la unidad subyacente.

J L Vazquez (Universidad Auténoma de Madrid) Senderos de la Ciencia “‘% 23/55




24

Solucion matematica de problemas con Laplacianos.

AU+ p =0.
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Solucion matematica de problemas con Laplacianos.

AU+ p =0.

e Pasar de U a p es fécil
Basta saber derivar.
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Solucion matematica de problemas con Laplacianos.

AU+ p =0.

e Pasar de U a p es fécil
Basta saber derivar.

e Pasar de p a U es en general dificil
Necesitas saber calculo integral, nucleos singulares, potenciales, energias,
andlisis funcional

Los problemas inversos exigen investigadores matematicos.

Alemania y Francia se pusieron a la tarea

€

J L Vazquez (Universidad Auténoma de Madrid) Senderos de la Ciencia
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Figura: Peter L. Dirichlet y Simeon Poisson
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Principio de Dirichlet

Principio de Minimizacion de la energia de Dirichlet

el] = [ (5199 =) ®

en un dominio €2 del espacio para funciones derivables (en 2 y su borde)
que satisfagan la condicién en el borde requerida v = g en 0f).

e Maravilloso: Un célculo sencillo prueba que los minimos de este pro-
blema, u(x), satisfacen la ecuacion de Laplace-Poisson,

Au+f =0.

€
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Ecuacion de ondas

e Descripcion elemental de los movimientos ondulatorios de medios
continuos

u, = *Au , 4)

donde u = u(x,y, z,t) es una funcién escalar que describe una propiedad
ondulatoria, u, es la derivada segunda respecto a la variable temporal,
una aceleracion pues, y c es la velocidad de propagacion de las ondas

e [La famosa formula de las ondas elementales
u = Asin(mx) sin(kt) (5)

con un coeficiente A > 0 de amplitud que es arbitrario, y coeficientes m
y k sujetos a reglas precisas.

Las ondas elementales no son armodnicas ni evolucionan hacia la ar-
monia.
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Ecuacion del calor

e La ecuacion que controla la evolucién elemental de los procesos térmi-
cos asi como la difusion de sustancias

u; = kAu. (6)
e La solucién fundamental en el espacio libre es la funciéon Gaussiana,

G(x,1) = (4mt) " 2e /%, (7)

donde para empezar el lector puede poner ¢+ = 1 y descubrir la distri-
bucién normal de probabilidad, la famosa “Campana de Gauss”, una de
las curvas mas influyentes en el mundo moderno, que todo estudiante de
ciencias, ingenieria, economia o sociologia debe saber.

e La conexion Calor-Probabilidad es una de las més profundas del Mun-
do Laplaciano. Y es ahora cuando podemos mencionar al gran matemati-
co ruso Andrei Kolmogorov.
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Fourier y Kolmogorov

Figura: Joseph Fourier y Andrei Kolmogorov
e El método de Fourier

fx) = Z ckFi(x), u(x, 1) = ZCka(x)e_)"" (8)
k=1 =1
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Fluidos

e Ecuacion de Euler, no viscosa (es decir, no laplaciana)

du
pE +Vp=0. 9)

En la férmula u es la velocidad, p la presion y p la densidad del fluido.

e Ecuaciones de Navier-Stokes
du
Pt

El término laplaciano pAu representa la viscosidad de los fluidos reales.

+ Vp = pAu. (10)

(9]
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Mecanica cuantica

Ecuacion de Schrodinger 1926

O

8t =Hy

donde

Hyp = A+ V(x)i),

(11)

(12)

Dado que la ) es una variable compleja nada es fécil de explicar al

profano.

J L Vazquez (Universidad Auténoma de Madrid) Senderos de la Ciencia
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Fluidos y cuantos

Figura: George Gabriel Stokes y Erwin Schrodinger
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Senderos que bifurcan

2 Gravitacion
Matematicas vitact

‘ Ecuacion de Laplace
v Au= —P S Calculo Variacional
EDPs
Anilisis Funcional

Ecuacién del Calor

:! Hut:Au

Ecuacién de Ondas

uy = Au + Schroédinger

Campo Eléctrico

L—Electromagnetismo

Fluidos

Figura: Algunos de los senderos del siglo XIX (y XX)
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M1

Un Mundo Que He Vivido
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El mundo no lineal

e El éxito del siglo XIX fue ante todo un éxito del andlisis lineal. Esa
tendencia continua en buena parte del siglo XX.

e Pero ya las ecuaciones escritas por Newton para la gravitacién no son
lineales. La segunda mitad del siglo XX permite abordar los problemas
no lineales de la matematica y la ciencia.

e Palabras del Premio Nobel John Nash de 1958 :

“The open problems in the area of nonlinear P.D.E. are very relevant to
applied mathematics and science as a whole, perhaps more so than the
open problems in any other area of mathematics”

€
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El mundo que he vivido. Precursores

Figura: Alberto Dou, Miguel de Guzman y Amable Lifidn
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La escuela de Brezis
Todo empez6 para el autor en 1976

Figura: Haim Brezis entre cursos

una aventura intelectual que ain continua @
37/55
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Anos después

Figura: en Toledo en 2011
Varios cientos de articulos y congresos mds tarde.

J L Vazquez (Universidad Auténoma de Madrid) Senderos de la Ciencia @ 38/55




39

La experiencia americana

Figura: Luis Caffarelli

Haciendo matemadticas nuevas desde 1981 al presente. @
39/55
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Maestros de Minnesota

Figura: Don Aronson, Gene Fabes y James Serrin
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Teorias de EDPs no lineales. Procesos difusivos
“Modelos de evolucion laplaciana no lineal”
OH (x,t,u) = Z OyAi(x,t,u, Vu) + B(x,t,u,Vu), (13)
Oou = Au™, m>1, (14)
w, = V(|VulP~*Vu), u, = Au" —u.

O = Au—+f(u). (15)
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Mi labor cientifica

e Un comienzo Laplaciano.
Teorias no lineales elipticas. Operadores p-Laplacianos

e Procesos difusivos no lineales.
Ecuaciones en medios porosos

e Los problemas con fronteras libres.

e Comportamiento asintético.

e Creacion de singularidades. Explosion o Blow-up
e El mundo de la difusion rapida.

e Desigualdades funcionales.

J L Vazquez (Universidad Auténoma de Madrid) Senderos de la Ciencia “%
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A strong maximum principle for some quasilinear elliptic

equations JL. Vizquez

Applied Mathematics and Optimization 12 (1), 191-202

An L'-Theory Of Existence And Unigueness Of Solutions Of

Nonlinear Elliptic Equations

P Bénilan, L Boccardo, T Gallouét, R Gariepy, M Pierre, JL

Vizquez

The Porous Medium Equation: Mathematical Theory:

Mathematical Theory JL Vézquez 367 2006

Oxford University Press

Blow-up solutions of some nonlinear elliptic problems

JL Viazquez, H Brezis

Revista Matemdtica Complutense 10 (2), 443

Continuation of blowup solutions of nonlinear heat

equations in several space dimensions

VA Galaktionov, JL Vazquez

Communications on pure and applied mathematics 50 (1), 1-

67

The problem of blow-up in nonlinear parabolic equations
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The Hardy inequality and the asymptotic behaviour of the
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On the equation of turbulent filtration in one-dimensional
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Titulo / Autor Citado Ao
por

An introduction to the mathematical theory of the porous

medium equation

JL Vézquez 161 1992

Shape optimization and free boundaries, 347-389

Asymptotic behaviour for the porous medium equation

posed in the whole space

JL Vézquez 13 2004

Nonlinear Evolution Equations and Related Topics, 67-118

A free-boundary problem for the heat equation arising in

flame propagation

LA Caffarelli, JL Vazquez 120 1995

Transactions of the American Mathematical Society 347

(2),411-441

Asymptotic behaviour and source-type solutions for a

diffusion-convection equation

M Escobedo, JL Vézquez, E Zuazua L4 1993

Archive for rational mechanics and analysis 124 (1), 43-65

A stability technique for evolution partial differential

equations: a dynamical systems approach

VA Galaktionov, JL Vizquez s 2004

Springer

Fundamental solutions and asymptotic behaviour for the p-

Laplacian equation

S Kamin, JL. Vizquez 108 1988

Rev. Mat. Iberoamericana 4 (2), 339-354

Lipschitz continuity of solutions and interfaces of the N-

dimensional porous medium equation 106 1987

LA Caffarelli, JL Vizquez, NI Wolanski —_—
Indiana University mathematics journal 36 (2), 373-401
Asymptotic behaviour and propagation properties of the
one-dimensional flow of gas in a porous medium @

44/55
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The Books

OXFORD MATHEMATICAL MONOGRAPHS

The Porous
Medium Equation

Mathematical Theory
A Stability Technique for

Smoothing and De:

JUAN LUIS VAZQUEZ E Nonlin

quations

Meditim Type

Juan Luis Vizquez

(OXFORD SCIENCE PUBLICATIONS

Figura: LLos libros de los afios 2000

Porous Medium, Stability and Smoothing
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Mi mejor libro

Vazquez, Juan Luis The porous medium equation. Mathematical theory.
Oxford Mathematical Monographs. The Clarendon Press, Oxford Uni-
versity Press, Oxford, 2007. xxii+624 pp.
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Mi mejor libro

Vazquez, Juan Luis The porous medium equation. Mathematical theory.

Oxford Mathematical Monographs. The Clarendon Press, Oxford Uni-
versity Press, Oxford, 2007. xxii+624 pp.

Segundo libro mds citado en Matematicas entre los publicados en 2007.
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Mi mejor libro

Vazquez, Juan Luis The porous medium equation. Mathematical theory.
Oxford Mathematical Monographs. The Clarendon Press, Oxford Uni-
versity Press, Oxford, 2007. xxii+624 pp.

Segundo libro mds citado en Matematicas entre los publicados en 2007.

From the review for the Mathscinet Database by Vicentiu Radulescu,
This book is a pleasure to read. It will be an excellent source, allowing
the reader to build a proper intuition and to understand the basic facts of
the theory. ... This book is also strongly recommended to researchers in
Applied Mathematics who study various linear and nonlinear phenome-
na, but it may also be useful and comprehensive for a broader commu-
nity of mathematicians, physicists, and engineers. I deeply believe that
the present book is one of the most important works in its field that have
appeared until now.
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Congreso de 2006

Figura: ICM, Congreso Mundial de 2006

la conferencia mas famosa de una larga serie
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Temas de la altima década

@ Entropias como clave del mundo asintético
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Temas de la altima década

@ Entropias como clave del mundo asintético

@ Estimaciones de tipo Harnack

@ La difusion fraccionaria

@ Fronteras libres y biologia
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The Hele-Shaw asymptotics for
mechanical models of tumor growth

Juan Luis Vazquez
Universidad Autbnoma de Madrid

Project with Benoit Perthame and Fernando Quir6s
Main paper to appear in ARMA

Free Boundaries and Moving Interfaces Workshop

Mathematical Institute, Oxford
20 to 22 February 2014

Juan Luis Vazquez Universidad Auténoma de Madrid - -
Free Boundaries and Moving Interfaces Workshop Mathematical Institute, Oxford 20 to 22 February 2014 1
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La difusion no local y el laplaciano fraccionario

e Mi ultimo gran proyecto se refiere al estudio de un tipo de difusion no
local con interacciones a larga distancia

e El modelo de operador es el “operador lapaciano fraccionario”. Su
definicién no es facil, salvo que uno tome la transformada de Fourier,
pues su simbolo de Fourier es [£]* con 0 < s < 1.

e Un amplio espectro de problemas puros y aplicados son estudiados
por investigadores en todo el mundo, en particular en Espaifia. Tras los
trabajos decisivos de Luis Caffarelli, la teoria matematica rigurosa ha
tomado vuelo.

Este es el equipo que ha colaborado intensamente conmigo en tiempos
recientes: Fernando Quirds, Ana Rodriguez, Arturo de Pablo, Matteo
Bonforte, Bruno Volzone y los alumnos doctorales Diana Stan y Félix
del Teso (que realizé los gréficos de los senderos que les muestro).
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Senderos que bifurcan

2 Gravitacion
Matematicas vitact

‘ Ecuacion de Laplace
v Au= —P S Calculo Variacional
EDPs
Anilisis Funcional

Ecuacién del Calor

:! Hut:Au

Ecuacién de Ondas

uy = Au + Schroédinger

Campo Eléctrico

L—Electromagnetismo

Fluidos

Figura: Algunos de los senderos antiguos
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Senderos que bifurcan

Znr Gravitacion
Matematicas
‘ Ecuacion de Laplace Campo Eléctrico E . Elioti
0 — — = Ecuaciones Elipticas
v Au = * Clculo Variacional P
EDPs 1
Anilisis Funcional

Ec. Elipticas No Lineales

v Ec. Parabdlicas I
Ecuacion del Calor Lineales e IC)
- U = Au
Ec. Parabdlicas . Fronteras Libres
No Lineales

~Comportamiento Asintético

Ecuacién de Ondas

uy = Au 4+ Schrodinger

L—Electromagnetismo
\
\ \Fluidos

\

\

\Flujos Geométricos

Figura: Algunos de los senderos recientemente transitados
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Reflexion

El enorme avance de la investigacion matematica en Espafia
en los ultimos 40 afios es el resultado del esfuerzo, la in-
teligencia y la apertura mental de toda una generacion a la
que he tenido la suerte de pertenecer, y de las que la antece-
dieron y la siguen proximamente en el tiempo. De tantas de
esas personas se podria decir asi:
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dieron y la siguen proximamente en el tiempo. De tantas de
esas personas se podria decir asi:

Intellectu, corde, virtute, et maxime actu praeclari
Ii magno studio, vanitate loquendi repulsa,
Patriae servandae quod opus erat perfecerunt,
Laudemque novam apud nationes obtinuere.
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Desearia pues que mi ingreso en la Academia se perciba
Ccomo un reconocimiento mas a este esfuerzo de tantos
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Desearia pues que mi ingreso en la Academia se perciba
como un reconocimiento mas a este esfuerzo de tantos

y que la evolucion afortunada de la que he intentado

dar testimonio continue en el futuro, venciendo todas
las dificultades que ahora nos preocupan.
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Desearia pues que mi ingreso en la Academia se perciba
como un reconocimiento mas a este esfuerzo de tantos

y que la evolucién afortunada de la que he intentado

dar testimonio continue en el futuro, venciendo todas
las dificultades que ahora nos preocupan.

La dificultad es grande, el desconcierto palpable,

los profetas del pasado error atin numerosos,

pero la meta es noble, el camino probado y el ejemplo claro,
el animo en fin no ha de faltarnos.

Yo deseo que los mas jovenes recorran el ancho mundo con
ojos de sorpresa, como nosotros hemos tenido la suerte de
hacer.

3
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Confio en que D. J. Echegaray y D. S. Ramon y Cajal,
que nos miran desde el atrio,

puedan ya estar mas tranquilos.

)
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Confio en que D. J. Echegaray y D. S. Ramon y Cajal,
que nos miran desde el atrio,

puedan ya estar mas tranquilos.

)

Gracias por su atencion

SN
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